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Linguistik:
Sprachwissenschaft

5.1 Formale Sprachen und Automaten

5.1.1 Formale, natiirliche und Programmiersprachen

Die Theorie der formalen Sprachen und die Automatentheorie nehmen
in der theoretischen Informatik breiten Raum ein. Dabei werden die Ein-
sichten vermittelt, die zum Verstandnis von Anwendungen in verschie-
denen anderen Gebieten erforderlich sind. Dies gilt beispielsweise fur
die Linguistik, den Compilerbau und die kinstliche Intelligenz.

Die Wortwahl formale Sprache unterstreicht die Abgrenzung so-
wohl zu den naturlichen als auch zu den Programmiersprachen.

In formalen Sprachen spielt die Semantik, d.h. die Bedeutung der
Satze einer Sprache, keine Rolle.

B In der Programmiersprache Turbo Pascal bedeutet
for i:= 1 to 5 do writeln('Hallo');
dass das Wort Hallo am Bildschirm 5-mal untereinander geschrieben
wird.
Das for-to-do-Sprachelement hat die Bedeutung eines Zyklus. Die da-
rin enthaltene Wertzuweisung folgt der Semantik von :=.

Fur die Definition der Semantik von Programmiersprachen sind verschie-
dene Zugénge entwickelt worden, die hier jedoch nicht betrachtet wer-
den.

5.1.2 Syntax und Ableitungsbaum

Die Theorie der formalen Sprachen befasst sich ausschlieBlich mit dem
syntaktischen Aspekt.

Die Syntax einer Sprache ist die Lehre vom Satzbau. Sie umfasst
samtliche grammatikalische Regeln, deren Anwendungen zu kor-
rekt gebauten Satzen fuhren.

Auch naturliche und Programmiersprachen besitzen eine Syntax.

E Fur englische Satze gilt die SPO-Regel, die die Reihenfolge Subjekt —
Pradikat — Objekt vorschreibt.

Das Beispiel fuhrt zu der Frage, wie grammatikalische oder syntaktische
Regeln anzuwenden sind. Dafur gibt es zwei Herangehensweisen:

1. Erzeugung (Synthese) eines Satzes

2. Erkennung (Analyse) eines Satzes

B Der Satz ,She loves soccer players.” ist syntaktisch korrekt, denn die
Analyse gemaf der SPO-Regel verlauft positiv:
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She loves soccer players
Subjekt Pradikat Objekt
Satz
Ein ,Konstrukteur” dieses Satzes geht umgekehrt vor:
/Satz
Subjekt Pradikat Objekt
She loves soccer players

Die fur die Analyse bzw. Synthese eines Satzes verwendete Darstellung
heiBt Baum. Sogenannte Ableitungsbdume entstehen aber nur dann,
wenn samtliche Regeln eine spezielle Form besitzen (. Abschnitte 5.1.3
und 5.1.7: kontextfreie Grammatik).

B Die Satzbauregel fur englische Satze lautet in Kurzform
SATZ — SUBJEKT PRADIKAT OBJEKT.
Lies: ,Ein SATZ ist definiert als eine Folge aus SUBJEKT, PRADIKAT,  Fur das Zeichen —
OBJEKT und einem anschlieBenden Punkt.” (,ist definiert als")
Diese eine Regel gentigt noch nicht, denn sie gibt keine Auskunft  Wwird oft auch das
darber, woftr SUBJEKT, PRADIKAT und OBJEKT stehen. Dies legen ~ Zeichen ::= benutzt.
die folgenden Regeln fest:
SUBJEKT — She
SUBJEKT — He
PRADIKAT — loves
PRADIKAT — kicked
PRADIKAT — likes

OBJEKT — soccer players
OBJEKT — swimming
OBJEKT — the ball

Damit kédnnen insgesamt 18 Satze gebildet werden, wobei ein Satz
wie ,She kicked soccer players.” daran erinnert, dass die Semantik
wirklich keine Rolle spielt.

5.1.3 Formale Grammatik
Offensichtlich gelingt es immer dann (wenigstens) einen Ableitungs-

baum fir einen gegebenen Satz anzugeben, wenn in jeder Regel auf der
linken Seite genau eine zu erkladrende syntaktische Einheit steht. Syn-
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Achtung!

Der Ableitungspfeil
in @; = o, sprich: o;
»geht unmittelbar
uber in” oy, darf nicht
verwechselt werden
mit dem Definiti-
onssymbol in den
grammatikalischen
Regeln, X — q, sprich
X ,ist definiert als” .

/ auch Definition
einer formalen Gram-
matik im Abschnitt
3.14

taktische Einheiten werden in der Theorie formaler Sprachen Nichttermi-
nale genannt. Fur sie besteht Erklarungspflicht, d. h., jedes Nichtterminal
muss die linke Seite wenigstens einer Regel bilden. Nichtterminale kom-
men im Satz selbst nicht vor. Sie haben lediglich eine metasprachliche
Aufgabe, indem sie helfen, die Struktur von Sdtzen der zu definierenden
Sprache exakt zu beschreiben.

Im Gegensatz dazu sind Terminale die wirklichen lexikalischen Bausteine
eines Satzes. Sie werden an der entsprechenden Stelle platziert und mit
anderen Terminalen verbunden.

B Seien N die Menge der Nichtterminale und T die Menge der Termi-
nale, dann gilt fur obiges Beispiel:
N = {SATZ, SUBJEKT, PRADIKAT, OBJEKT } und
T={She, He, loves, kicked, likes, soccer_players, swimming, the_ball,.}.

Esist Ublich, fur Nichtterminale groBe Buchstaben zu schreiben, wahrend
die Schreibweise von Terminalen nicht beeinflussbar ist, da sie mit der
Aufgabenstellung vorgegeben ist. Bei Programmiersprachen wird dies
vom ,Design der Sprache” vorgeschrieben. In den folgenden Beispielen
werden meist Kleinbuchstaben als Terminalsymbole benutzt.

Im letzten Beispiel spielt das Nichtterminal SATZ eine besondere Rolle. Es
bildet in jedem Falle die Wurzel des Ableitungsbaumes und heif3t des-
halb Axiom, Satz-, Spitzen- oder Startsymbol s.

Eine Satzerzeugung beginnt also stets beim Spitzensymbol und endet,
wenn samtliche Nichtterminale durch Terminale ersetzt worden sind.
Anstelle der Baumform gibt es noch folgende Schreibweise:

SO =0 = ... = 0. KUFZ 5=00,.

Die o; werden Satzformen genannt. Es sind Zeichenketten, die aus be-
liebig vielen Nichtterminalen und beliebig vielen Terminalen — auch ge-
mischt und in beliebiger Reihenfolge — bestehen.

Da die Ableitung eines Satzes — manchmal auch Herleitung genannt -
bei o, endet, ist klar, dass «,, kein einziges Nichtterminal enthélt. o, ist
ein aus s abgeleiteter Satz.

B Der Satz ,He likes swimming.” ist aus s=SATZ ableitbar, denn
SATZ = SUBJEKT PRADIKAT OBJEKT . = He PRADIKAT OBJEKT .
= He likes OBJEKT . = He likes swimming .

Die vorangegangenen Betrachtungen munden nun in die Definitionen
einiger abstrakter Begriffe.

Eine formale Grammatik G = (N, T, P, s) ist ein 4-Tupel, wobei die

verwendeten Symbole die folgenden Bedeutungen besitzen:

— N eine endliche Menge von Nichtterminalen;

— T eine endliche Menge von Terminalen, mit Nn T = ©;

— P eine endliche Menge von Regeln oder Produktionen der Form
o — B, wobei oo und p Satzformen sind und a wenigstens aus einem
Nichtterminal besteht; und schlieBlich

— s das Startsymbol, mitse N.
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Der amerikanische Informatiker Noam CHomsky (geb. 1928) hat formale
Grammatiken erstmals ab 1956 verwendet. Um diese Leistung zu wirdi-
gen, werden formale Grammatiken (dieser Art) auch Chomsky-Gramma-
tiken genannt.

B Sei Gy = (Ny, Ty, Py, s1) eine formale Grammatik, mit Mit dieser formalen
N, = {GZAHL, ZIFFER, GZ}, Grammatik kénnen
Ty =40.1, 2,3, 4,5, 6.7, 8,9k alle geraden Zahlen
Py = {GZAHL — GZ|ZAHL GZ, (als Worter) erzeugt

bzw. erkannt wer-
den.

ZAHL — ZIFFER|ZIFFER ZAHL,
ZIFFER —0]1]2]3]4]5|6/7]8]9,
Gz -0|2]4|6]8},

s; = GZAHL.

Die beispielsweise in ZIFFER — 0]1]2|3[4|5|6]|7]8]|9 verwendeten
senkrechten Striche gestatten eine Kurzschreibweise fir die zehn Regeln
ZIFFER — 0, ZIFFER — 1, ..., ZIFFER — 9.

Die im Beispiel eingefuihrte Schreibweise inklusive der Verktrzungen fir
alternative Regeln geht auf Backus zurtick und wird Backus-Normalform
oder Backus-Naur-Form, kurz BNF, genannt. Kommen noch weitere Ver-
kiirzungen zum Einsatz, spricht man von einer erweiterten BNF, kurz:
EBNF. Fiir die Syntaxdefinition von Programmiersprachen werden auch
gern Syntaxgraphen (Syntaxdiagramme) benutzt.

B Syntaxgraphen fur obige Grammatik G:
Terminale werden als
Ziffer N Kreise bzw. Ovale,
Nichtterminale wer-
den als Rechtecke
dargestellt.

GZahl

-

65

Zahl GZ

Ziffer

Ziffer || zahl .6

5.1.4 Zeichen, Alphabet, Verkettung, Zeichenkette

Die Operation Verkettung legt fest, wie einzelne Zeichen zu einer Zei-
chenkette verbunden werden.
Die Zeichen stammen aus einem Alphabet.

Ein Alphabet ist eine beliebige endliche nichtleere Menge, deren
Elemente Zeichen oder Symbole genannt werden.
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B Die folgenden Mengen
A;=1{0,1,223,45,67879, A= {A, &, O},
Az = {sin, cos, tan, cot, int, sqrt }
sind Alphabete, wobei insbesondere die Elemente in A; als (atomare)
Symbole, die nicht etwa aus mehreren Buchstabensymbolen zusam-
mengesetzt wurden, anzusehen sind.
B;=1{0,1,1,2} und B, ={}=0
sind keine Alphabete, da B; gegen die Mengendefinition verstoBt
und B, gegen die Alphabetdefinition, wonach die Grundmenge min-
destens ein Zeichen enthalten muss.

Das Symbol fir den Verkettungsoperator ist o, sprich: Kringel. Ahnlich,
wie der Punkt fur den Multiplikationsoperator in der Mathematik, wird
> manchmal weggelassen. Es entstehen Zeichenketten.

B 1-3="13", 802="82", Aca="A&", sqrtocot="sqrtcot”

Die Verkettung o, oder Konkatenation von z; und z,, kurz: z; © z,
= k, ist eine zweistellige Operation fur Zeichen aus einem Alphabet
A, wobei k = z,z, durch Hintereinanderschreiben von z; und z; ent-
steht. k ist eine Zeichenkette, die zum besseren Erkennen in Hoch-
kommata eingeschlossen wird. Selbstverstandlich gilt k ¢ A.

Um ganze Satze bilden zu kénnen, muss die Verkettung fur Zeichen auf
die Verkettung von Zeichenketten verallgemeinert werden.

Die Verkettung o, mit k; © k; = k, ist eine zweistellige Operation
flr Zeichenketten Uber einem Alphabet A, wobei k = kqk; durch
Hintereinanderschreiben von kq und k entsteht. Das Ergebnis k ist
eine Zeichenkette.

B Verkettung von Zeichenketten:

"hallo” = “otto” = “hallootto”
“hallo” o “ otto” = “hallo otto”
"hallo” o * " ¢ "otto” = "hallo otto”
“hallo” o """ < "otto” = "hallootto”

Im Beispiel kommt die leere Zeichenkette “* vor. Sie wird auch das leere
Wort genannt und mit ¢ bezeichnet. Dies geschieht analog zur leeren
Menge {}, fur die im Allgemeinen @ geschrieben wird.

Sei k eine Zeichenkette. Dann gilt:

1ikoe=cok=k

2. kokoko..ok=k", nz0
SRt G

n-mal
3 K0=¢
K'=kok"-1=k""1ok, n>0
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Die rekursive Definition von k" unter 3. in obiger Definition enthalt die
Gleichheit ko k"~ 1= k"~ 1 k. Dies gilt naturlich nur fir ein und dieselbe
Zeichenkette k.

5.1.5 Lange einer Zeichenkette, Wort und Wortmenge

Unter der Ldnge einer Zeichenkette k versteht man die Anzahl aller
Zeichen von k. Dabei wird jedes Vorkommen eines bestimmten Alpha-
betzeichens in der betrachteten Zeichenkette extra gezéhlt. “abba” und
“haus” haben beide die Lange 4.

Die Lange einer Zeichenkette k = 212,23 ... z, kurz: |k| = p, ist gleich
der Anzahl der Zeichen, die k enthalt. Es ist nicht gefordert, dass
die vorkommenden Zeichen paarweise verschieden sind. Fur k = ¢
gilt [k] = 0.

Satz: Seien k; und k> , mit |kq| = n und |k;,| = m, Zeichenketten. Dann
gilt |[ky o ksl =n + m.

Beweis:
Ky =X1X3 ... Xp K2 =Y1Y2 - Ym
kioky =X1X2 ... Xp Y1Y2 -+ Ym
=2123 .- ZpZn+1Zn+2 - Zn+m
lkikal =n+m

Zeichenketten, die Uber einem Alphabet A gebildet werden, nennt
man Worter liber A.

Durch Verkettung kénnen unendlich viele Wérter Uber einem gegebe-
nen Alphabet erzeugt werden. Dies gilt auch dann, wenn das Alphabet
aus nur einem einzigen Zeichen besteht.

B Sei A ={a, b} ein Alphabet. Dann gehoéren samtliche Worter
— der Lange 0, namlich ¢,
- der Lange 1, namlich “a”, “b",
- der Lange 2, namlich “aa”, "ab”, "ba”, "bb",
— usw.
in die Menge der Worter Uber A, kurz: Wortmenge Uber A.

Offensichtlich kénnen Gber A r" verschiedene Worter der Lange n er-
zeugt werden, wenn das Alphabet A genau r Elemente besitzt.

Die Menge aller Worter Gber einem Alphabet heit Wortmenge A%,
mitA*=AUATUA’L . UATL.. =Y A
i=0

Falsch wére

k] Ck2=k2~ k],
denn ¢ ist nicht kom-
mutativ.

A* ist stets eine
unendliche Menge.
Die angegebene
Zerlegung von A* in
Teilmengen A’ lasst
erahnen, wie man
samtliche Worter aus
A* langenlexikogra-
phisch anordnen
kann. Auf diese
Weise kann man die
Elemente aus A*
durchnummerieren.
Mengen, bei denen
das gelingt, heiBen
abzahlbar unendlich.
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Kleene-Stern (sprich:
Klini-stern) nach
STEPHEN CoOLE KLEENE
(1909-1994)

Die Definition verwendet A’ fur die Menge aller Wérter aber A, deren
Lange gleich i ist. A’ bedeutet also, dass i-mal je ein beliebiges Element
aus A genommen und an dje jeweils aktuelle Zeichenkette angehangen

wird. Das gleiche Resultat ergibt sich fiir i > 0 durch A/~ 1. 4. Es macht
offenbar Sinn, die Verkettungsoperation auf Mengen anzuwenden.

Far zwei Mengen M; und M, gilt
M1 el MZ = {W-,Wz l wj € M1 und Ww; e Mz}

B Seien My ={"ab", "cd", “a"} und Mz i=Ae, "x". “xy"}, so ist
Aﬂ1 o M2 ={”ab", ”cd"l ”a", "abX”, "CdX”, "aX“, "abe", ”Cde", "aXy"}.

Die Analogie zum kartesischen Produkt zweier Mengen ist offensichtlich.
Fernergelten M-0=0-m= @ und Mo {e}= {eleM=M fur belje-
bige Mengen m.
Ist eine der beiden Mengen leer, so ergibt sich die leere Menge. Enthalt
eine der Mengen nur das leere Wort, so ergibt sich die andere Menge.
Mit M* wird die VerkettungM oMo ... o m bezeichnet.

e o )

k-mal M

Flr die Wortmenge A* Giber einem Alphabet A kann kein begrenzendes
k angegeben werden, denn die erzeugbaren Wérter kénnen beliebig
lang sein. Hierfur wurde der oben schon verwendete Stern-Operator ein-
gefuhrt.

Der Kleene-Stern ist eine einstellige Operation fiir Mengen M, mit
M= oM UM

Aus der Definition ist unmittelbar erkennbar, dass

1. das leere Wort zu M* gehért und

2. M* eine unendliche Menge ist.

Da die Verkettung weiter oben sowohl fur Zeichen als auch fur Zeichen-
ketten definiert wurde, spielt es keine Rolle, ob M ein Alphabet oder
eine Menge von Wértern ist. Auf der Basis der eingefuhrten Grundbe-
griffe kann nun der Begriff ,formale Sprache” definiert werden.

5.1.6 Formale Sprache

Eine formale Sprache L (ber einem Alphabet A ist eine beliebige
Teilmenge der Wortmenge A*. Die Elemente von L heiBen Satze (im
Compilerbau) bzw. Wérter (in der Theorie der formalen Sprachen).

Es ist sofort klar, dass L1 = @ (leere Sprache) und L, = A* (Allsprache)
zuldssige Sprachen iber A sind. Beide erweisen sich jedoch als praktisch
weitgehend uninteressant, denn wozu braucht man eine Sprache, die
keinen einzigen Satz enthalt, oder eine, die hinsichtlich der Satzbildung
keinerlei Regeln vorgibt?
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Formale Grammatiken G sorgen dafur, dass die von ihnen erzeugbaren  Die Félle L(G) = @ und
Sprachen L(G) im Allgemeinen gerade , zwischen” @ und A* liegen, d.h.,  L(G) = A* sind prak-
O c L(G) c A*. tisch bedeutungslos
Die von einer Grammatik G erzeugbare Sprache ist L(G) = {w | s = wj},

d.h., jedes Wort w, das aus dem Spitzensymbol s Gber beliebig viele

Schritte abgeleitet werden kann, gehort zu dieser Sprache. Die Léange

der Ableitung spielt keine Rolle.

B Die auf Seite 445 angegebene Grammatik G; beschreibt die Men-
ge/Sprache der geraden Zahlen. T ergibt sich direkt aus A. Beispiels-
weise gehort die Zahl, genauer: das Zahlwort, “38" zu L(G,), denn
s = GZAHL = ZAHL GZ = ZIFFER GZ = 3GZ = "38".

Wenn es sich um Grammatiken handelt, deren Regeln auf der linken
Seite aus genau einem Nichtterminal bestehen, spielt es keine Rolle, in
welcher Reihenfolge die Nichtterminale in den Satzformen der Ablei-
tung ersetzt werden. Sogar simultane Ersetzungen sind denkbar.
Ublicherweise werden Linksableitungen verwendet, d.h., das am weites-
ten links stehende Nichtterminal wird zuerst ersetzt. Trotz dieser Ver-
abredung kann es vorkommen, dass mehrere (echt) verschiedene
Ableitungen fir ein und dasselbe Wort aus L(G) existieren. Solche Gram-
matiken und die dazugehoérigen Sprachen sind mehrdeutig.

B Die Grammatik
G,=({S A Bl {a b, c}, {S—aB|Ab, A— ac, B— ch}, 5)
ist mehrdeutig, denn das Wort “ach” lasst sich auf verschiedene
Weise aus S linksableiten:

S & AB 2 acb S % Ab 2 acb
S
a/\B A/\b
7N A
C b a c

Es entstehen unterschiedliche Ableitungsbaume.

Mehrdeutige Grammatiken sind hochst unerwtinscht. Sie erschweren die
Prozesse, die bei der Ubersetzung von Programmiersprachen stattfinden,
erheblich und kénnen zu Fehlern fuhren.

Leider kann i.Allg. weder das Aufspuren der Mehrdeutigkeit fir Gram-
matiken noch deren Umformung in eindeutige Grammatiken, die die
gleiche Sprache beschreiben, automatisch erledigt werden. Dies bleibt
im Wesentlichen ,,Handarbeit”.

5.1.7 Chomsky-Hierarchie

Formale Grammatiken und die damit verbundenen Sprachen werden
klassifiziert. Klassifizierungsmerkmal ist die Regelgestalt.
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Hinweis zu formalen
Grammatiken des
Typs 3:

Ebenso ist X — yoder
X — Yy fur alle Regeln
maoglich. Die Formen
X—=yYund X = Yy
durfen jedoch nicht
vermischt werden.

Eine formale Grammatik G = (N, T, P, s) heiB3t

— vom Typ 0 oder unbeschrankt, wenn fur jede Regel oo — B gilt:
ae (NUTN\NT*und Be(Nu T)*.

— vom Typ 1 oder kontextsensitiv, wenn gegentber Typ 0 fur jede
Regel Gibereinstimmend gilt, dass die Lange von a nicht gréBer ist
als die von B, d.h., || <| B| (Lingenmonotonie).

s — ¢ ist zulassig, wenn s auf keiner rechten Regelseite steht.

— vom Typ 2 oder kontextfrei, wenn gegenuiber Typ 1 fur jede Regel
einschrankend gilt, dass alle linken Regelseiten genau aus einem
Nichtterminal bestehen, d.h., X = B, X € N. X — ¢ ist zulassig.

— vom Typ 3 oder reguldr, wenn gegentiber Typ 2 fur jede Regel
einschrankend X — y oder X — yY gilt, wobei ye T*, X,Y € N.

Die von den Grammatiktypen erzeugbaren Sprachen heiBen dem-

entsprechend.

Die durch Grammatikenvom Typier-

zeugbaren Sprachklassen ¥; (Menge $sedyelicd,
von Sprachen des Typs /) bilden eine
Hierachie, d.h., sie stehen in neben-
stehend skizzierter Beziehung:
Neben den Grammatiken gibt es
fur jede Sprachklasse ein spezielles
Automatenmodell und individuelle
Beschreibungstechniken. Damit ge-
lingt es, konkrete Sprachen, die im
Allgemeinen unendliche Mengen
sind, zu definieren. Dies ist nicht zu
verwechseln mit der im Folgenden
genannten viel allgemeineren Fra-
gestellung fur Sprachklassen:

Das Wortproblem stellt die Frage nach der Entscheidbarkeit von ,w e
L(G)?", wenn w ein beliebiges Wort aus A* und G eine beliebige Gram-
matik des betrachteten Typs sind.

Eine Frage oder ein Problem hei3t entscheidbar, wenn es entweder mit
ja (wahr/true) oder mit nein (falsch/false) beantwortet wird. Manche Pro-
blemstellungen mussen erst in eine entsprechende Entscheidungsform
gebracht werden.

Satz: Das Wortproblem ist fir Typ-1- und damit auch fir Typ-2- und
Typ-3-Sprachen entscheidbar, jedoch nicht fir Typ-0-Sprachen.

Beweis:
W = 24223 ... Z, sei ein beliebiges zu untersuchendes Wort aus A*.
Ein allgemeines Prufverfahren fir ,w e L(G)?" arbeitet fir G ohne
e-Regeln folgendermafen:
Vom Spitzensymbol s ausgehend werden durch Anwendung samtli-
cher passender Regeln alle méglichen Satzformen gebildet (Simulta-
nableitung). Mit den so gebildeten Satzformen fahrt man ebenso fort,
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bis deren Ladngen mit der von w tbereinstimmen. Es gibt nur endlich
viele Satzformen in (N u T)". Darunter befinden sich endlich viele Zei-
chenketten, die ausschlieBlich aus Terminalen bestehen. Kommt w da-
runter vor, gilt w e L(G) ansonsten gilt w ¢ L(G).

Das beschriebene Verfahren kann auf Typ-0-Grammatiken, wegen feh-
lender Laingenmonotonie, im Allgemeinen nicht angewandt werden.
Es ist namlich moglich, dass das betrachtete Wort aus einer Satzform,
die ldnger ist als w, ableitbar ist. Eine Begrenzung des ,Suchraumes”
ist daher unmoglich.

Das allgemeine Verfahren zur Entscheidung von ,w e L(G)?" ist sehr auf-
wendig und zeitraubend. Fur praktische Anwendungen ist es unbrauch-
bar. Im Gebiet ,,Compilerbau” werden daher wesentlich effizientere Ent-
scheidungsverfahren eingesetzt.

5.1.8 Reguldre Ausdriicke

Typ-3-Sprachen kénnen auBerdem durch reguldre Ausdriicke beschrie-

ben werden. (Auf Hochkommata wird im Folgenden verzichtet.)

Regulére Sprachen finden beispielsweise Anwendung bei

- Variablennamen (Bezeichner) in vielen Programmiersprachen: Ein Be-
zeichner (identifier) ist eine beliebige Zeichenkette Gber einem be-
stimmten Alphabet, die mit einem Buchstaben beginnen muss.

- Zahlen als Folge von Ziffern, z.B. 8364, (Problem: Unterdriickung von
Vornullen).

Komplexere Anwendungen regulérer Ausdriicke finden sich in Textedi-
toren. Dabei werden Muster, wie a*(b+c)d+, nach denen man den Text
durchsucht, vorgegeben.

Jeder reguldre Ausdruck o definiert eine regulére Sprache L(c). Man
nennt sie auch reguldre Menge. Regulare Ausdricke sind wie fol-
gend induktiv definiert:

1. @ ist ein regulédrer Ausdruck, und es gilt L(@) = © .
2. eist ein reguldrer Ausdruck und es gilt L(g) = {e} .
3. Fur jedes Alphabetzeichen a € A, A ... Alphabet, ist a ein regu-
larer Ausdruck, und es gilt L(a) = {a}.
4. Sind o und B regulare Ausdricke, so auch
(o + B), und es gilt L(o + B) = L(or) U L(B)
(o - B), und es gilt L(aB) = L(e) = L(B)
(0*), und es gilt L(o*) = L(a)” & Keeene-stern,

Nur die nach 1. bis 4. definierten Ausdrucke sind regulare Ausdrucke.

B Beispiele fur regulédre Ausdricke
Tl.a=(@+((kbd
L(o) = L(a) w L(b ©)
=L(a) v L(b) = L(9)

Der Norton Comman-
der unter DOS ver-
wendet folgende
Muster, um be-
stimmte Dateinamen
zu finden: test?.doc,
* bat, [abc]*.*,
[a-e]*.* [~adt]*.*
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={a}u {b}°{c}
= {a} u {bc}
={a, bc}
2. B:=(a+ b))
L(B) = {ac, bc}
3. y:=((@*)b)
L(y) = {b, ab, a%b, &b, ... }

Um die Ausdriicke lesbar zu halten, wird folgende Klammersparregel
eingefithrt: Im Ausdruck (o opy B ) op, v durfen die runden Klammern
nicht entfallen, wenn die Prioritat von op, gréBer ist als die von op;. Die
Reihenfolge der Operatoren mit aufsteigender Prioritat lautet: +, -, *
Dies erinnert an das Zahlenrechnen mit + (Addition), - (Multiplikation)
und 7 (Potenzieren), aber nicht alle Eigenschaften sind Gbertragbar.

Es kann gezeigt werden, dass die Menge der mit regularen Ausdricken
beschreibbaren Sprachen mit der Sprachklasse tUbereinstimmt, die mit
Typ-3-Grammatiken definiert werden.

5.1.9 Endliche Automaten

Endliche Automaten, kurz: EA, sind eine alternative und aquivalente Be-
schreibungstechnik fir reguldre Sprachen. Obwohl der Begriff an eine
reale Maschine denken lasst, handelt es sich um ideelle Objekte, die ein
bestimmtes Berechnungsmodell darstellen.

Ein endlicher Automat (EA) ist ein Quintupel M = (Q, , 3, qq, E), mit
Q ... endliche Menge der Zustande;

Y~ ... Eingabealphabet, QnX=0;

5 ... Uberfuhrungsfunktion (totale Funktion!), Q x X — Q;
go ... Startzustand, gpe Q; und

E ... endliche Menge der Endzustande.

Ein EA besteht aus einem Band, welches wiederum aus aufeinanderfol-
genden Feldern besteht.

Das zu analysierende Eingabewort wird zeichenweise auf das Band ge-
schrieben, wodurch eine endliche zusammenhéangende Folge von Band-
feldern gefullt wird.

Ein zum Automaten gehorender Lesekopf steht auf dem Feld, das das
erste Zeichen des Eingabewortes enthalt.

Jeder EA beginnt seine Arbeit im Anfangszustand qg. In jedem Schritt
oder Arbeitstakt erfolgt ein Zustandswechsel und der Lesekopf des Auto-
maten wird um genau ein Feld (auf dem Band) nach rechts bewegt. Die
Uberfuihrungsfunktion & gibt an, welchen Folgezustand der Automat am
Ende eines jeden Arbeitstakts einnimmt. Da 3 eine totale Funktion ist,
muss 8(q;, a) fur alle gje Q und a € X existieren. Eine zugehorige Tabelle
ist also stets vollstandig ausgefullt.
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Fir & gibt es eine sehr anschauliche grafische Darstellung. Falls g; - wie
im Beispiel — ein Endzustand ist, wird dies durch doppelte Umrandung
(zwei konzentrische Kreise) hervorgehoben.

Das Akzeptanzverhalten des Automaten lasst sich so beschreiben: Ein EA
stoppt, wenn das Eingabewort vollstandig abgetastet wurde und ver-
harrt in einem Zustand gy. Falls g ein Endzustand ist, wird das Eingabe-
wort von diesem EA akzeptiert, ansonsten wird es abgewiesen.

B a*b+ab*

i
90 92 g4
a1 gds Qs
92 93 Je
a3 93 Qg
Qs ds Qgs
as Gs Qs
[[3 9s Qs

Die vollstandige Definition des EA ist
My = ({90, 91, 92 93, 94, g5, g6} {a, b}, 8, 9o, {91, 92, G, G6D)-

Der Zustand gs wirkt wie eine Falle: Wird dieser Zustand vom Automaten
erst einmal eingenommen, gibt es keinen Weg mehr hinaus. Da er selbst
kein Endzustand ist, endet die Analyse mit negativem Resultat.

Die Analyse eines Eingabewortes, wie etwa
s b K diiveli sifaEol Konfi Zustand Restwort
aaaab”, kann durch eine Folge von Konfi- - heiBt , fahrt zu”.
gurationen [q. Ty 1+ 1qg; e 1+1q; i [ do aaaab
i 5% 5K 4 S
protokolliertwerden. Eine Konfigurationent- a3 aab
spricht einem ,Schnappschuss”, einer Mo- a3 ab
mentaufnahme der Arbeit des Automaten, as >
und umfasst den aktuellen Zustand g; zusam- az &
men mit dem aktuellen Restwort ry.

Die Abarbeitung endet in g4. Da g4 ein Endzustand ist, wird das Wort
"aaaab” vom Automaten akzeptiert und gehdrt somit zu der Sprache,
die der Automat beschreibt. Allgemein gilt flr die von einem EA M ak-
zeptierte (erkannte, beschriebene, definierte) Sprache L(M):

L(M) ={w|w e Z* und [gg, W] +* [ge, €] und ge € E }.

Das Symbol +* bedeutet ,,Konfigurationsfolge beliebiger Lange”.
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Dies wird auch gern unter Verwendung der erweiterten Uberfihrungs-
funktion § geschrieben:
LM ={w|we =* und §(go, W) =qeund ge € E}.
o wir(/j\ rekursiv definiert:
/\6 (q' & ) T q/\
5 (g, aw) = 5 (8(q, a), w)

5.1.10 Nichtdeterministische endliche Automaten

Weiter oben wurde behauptet, dass CHomsky-Typ-3-Grammatiken und
EA aquivalente Beschreibungsmittel fur regulare Sprachen sind.

Satz: Zu jeder Typ-3-Grammatik G gibt es einen aquivalenten EA M
und umgekehrt.

Dies zu beweisen, bedeutet zwei Teile zu behandeln, namlich
1. Konstruiere aus G einen dquivalenten EA M (Teil 1) und
2. Konstruiere aus M eine aquivalente Typ-3-Grammatik G (Teil 2).

Der Beweis ist konstruktiv. Teil 2 — gegeben ist M, gesucht ist G, mit
L(G) = L(M) - ist nicht schwer: Aus &(g;, a) = g; ergibt sich die Regel
q; — aqj, wobeig;, ;e Nund a e T. Falls g; ein Endzustand ist, kommt
zusdtzlich q; — a hinzu. Auf diese Weise wird schlieBlich eine zugeho-
rige dquivalente Grammatik aufgebaut.

In Teil 1 des Beweises, ist ein dquivalenter endlicher Automat aus einer
gegebenen reguldren Grammatik zu konstruieren. Dies ist problematisch,
wie folgender Auszug aus irgendeiner regularen Grammatik zeigt.

9, — aqilags| ... . @)
Aufgrund der Definition eines EA, waére @) 3 @) unzuléssig.

Wie kénnen mehrere Regeln fir g, mit einem einzigen Argument-Wert-
Paar in der Uberfuhrungsfunktion ausgedriickt werden?

Ein kleiner Trick ist erforderlich: Alle
moglichen Folgezustdnde werden zu
einer Menge zusammengefasst. Dann
ist obige Darstellung durchaus be-
rechtigt, denn der Funktionswert ist
in diesem Beispiel 8(g,, a) = {g4, g3}.

o a

9z v {91, 93}

Im Tabellenkérper stehen also Mengen, genauer: Teilmengen von Q. Die
Menge aller dieser Teilmengen von Q ist die Potenzmenge P(Q) von Q.
Sie besitzt 29! Elemente, denn Q ist endlich.

Diese Modifikation des endlichen Automaten erfordert eine begriffliche
Unterscheidung von der Basisform, die nachtraglich deterministischer
endlicher Automat, kurz: EA oder DEA, genannt wird. Der in diesem Ab-
schnitt entwickelte Automat heiB3t nichtdeterministischer endlicher Au-
tomat, kurz: NEA.
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Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) wird durch ein
Quintupel M = (Q, Z, §, qo, £ ) definiert, wobei bis auf & die Bedeu-
tungen der Symbole aus der Definition des (D)EA Gbernommen wer-
den. Die Uberfiihrungsfunktion eines NEA ist wie folgt definiert:
d0:QxZ — P(Q). § ist eine totale Funktion.

Da @ € P(Q) fur jede beliebige Menge Q gilt, kann es auch 8(g, a) = ©
geben. Dies wird als verbotener Ubergang interpretiert. Der damit ver-
bundene Crash bedeutet Misserfolg des betrachteten Automaten bei
dessen Analysetatigkeit.

Wie arbeitet ein NEA?

Falls es in einem Zustand, wie oben in g,, mit ein und demselben Zeichen
a des Eingabealphabets = mehr als einen Folgezustand gibt, z.B. g4, g3,
so wird der Automat entsprechend oft kopiert (geklont). Jeder, der so
entstandenen ,ununterscheidbaren Zwillingsautomaten” wird in je ei-
nem der beiden Folgezustande mit dem aktuellen Band gestartet. Die
Arbeit der Zwillingsautomaten erfolgt zeitlich parallel. Sobald einer von
ihnen einen Erfolg signalisiert, wird die Arbeit der anderen eingestellt.
Das Eingabewort gilt als akzeptiert. Anderenfalls mussen sie solange ar-
beiten, bis schlieBlich jeder von ihnen stoppt und einen Misserfolg ge-
meldet hat. Erst dann kann man sagen, dass das Eingabewort nicht zu
der durch den Automaten festgelegten Sprache gehért.

Formal ausgedrickt bedeutet das:
L(M) = {w e =*|5 (g0, W) N E = @}

Unter Verwendung von NEA kénnen reguldre Sprachen im Allgemeinen
kompakter definiert werden als mit DEA.

Zum direkten Vergleich mit dem weiter oben angegebenen DEA wird im
nachsten Beispiel ein NEA fur a*b + a b* definiert.

Anstelle zu zeigen, dass es zu jeder reguldren Grammatik einen &quiva-
lenten DEA gibt, entstand ein NEA, der zur Beschreibung von Sprachen
offenbar gute Dienste leistet, die eigentliche Beweisaufgabe ist damit
jedoch nicht geldst. Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem NEA ein &qui-
valenter DEA konstruiert werden kann. Dies bedeutet dann auBerdem,
dass die Leistungsfahigkeit von DEA und NEA bei der Beschreibung regu-
larer Sprachen Ubereinstimmt.
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DEA: determinis-
tischer endlicher
Automat

NEA: nichtdetermi-
nistischer endlicher
Automat

Die Beweisidee liegt darin, den oben angewandten Trick rtickgéngig zu
machen, indem jeder Menge aus P(Q) ein Zustand z; zugeordnet wird.
Dann kann die Uberfuhrungsfunktion & des gesuchten DEA aus & des
betrachteten NEA M =(Q, £, 8, qqg. £ ) nach der Vorschrift

sl(zi, a) =U 6(‘7: a)
g=z,

konstruiert werden.

Die anderen Bestandteile des DEA M’ = (Q’, &', &', Z', E’) ergeben sich aus
Q' =P(Q)
2’9 ={qo}
E'={z;e Q'|zjcQund z;n E = @}.

B Konstruktion eines dquivalenten DEA aus einem NEA
& in Tabellenform

g o

qo | {q0. a4} {qo0)
q4 {92} @
a2 (4 o

P(Q) = {{go}, {91}, {92} {90, 91}, {90, 92} {91, 92} {90, 91, G2}, O}
—_— e e e e e )
Zy Z4 Z; 23 24 Zsg Zg zz

z.B. &(z3,0) =8 ({g0, g1} 0) = 8(qo, 0) v 8(qy, 0)
={q0, 91} v {92} = {90, 91, 92}
= 26

Das Ergebnis lautet:

Zg |28 zo  Q'={z4,. 21,25 23,28, 25, 2627}
z1| zg zg Z'=zy denn qqist der Anfangszustand von M.
7z | zg zg E'={zg}, denn g, kommt nur in z,, z4 und zg vor.

Offensichtlich gilt w e L(M) genau dann, wenn w € L(M'). Au-
Berdem waére die Angabe einer zugehorigen Grammatik, deren
Regelmenge
P={zy— 0z3] 1z,

Z3—> 026' 120

Z6—> OZG' 120}
ist unter Verwendung des weiter oben behandelten Verfahrens
unmittelbar moglich.

Zusammenfassung:
Regulare Ausdrucke, Typ-3-Grammatiken, NES REA
DEA und NEA sind dquivalente Beschrei- G

bungsmittel regularer Sprachen.
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5.1.11 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Endliche Automaten definieren lediglich reguldre Sprachen. Um kon-
textfreie Sprachen beschreiben zu kénnen, muss dieser Automatentyp
erweitert werden. Welche Minimal-Erweiterungen nétig sind, sollen die
folgenden Beispiele auszuloten helfen.

B Beispiel 1:
Die Sprache der Palindrome Gber {a, b}. Palindrome sind Wérter, die
mit ihrem jeweiligen Umkehrwort tbereinstimmen, etwa abba und
bbabb.

B Beispiel 2:
Die Sprache L = {ah"|n = 1}. Sie wird von der Grammatik G, mit
G = ({S}, {a, b}, {S — ab|aSh}, S) beschrieben.

B Beispiel 3:
Die Sprache der korrekt geklammerten arithmetischen Ausdriicke
Uber dem Alphabet {a, (,), +, *}.

Zur Analyse von Wértern in diesen Beispielsprachen wird ein Zusatzspei-
cher benétigt, der zum ,Merken” des jeweils ersten Teils des Wortes (Bei-
spiel 1) bzw. der eingelesenen a’s (Beispiel 2) bzw. des Anfangsstiickes
eines Klammerausdrucks (Beispiel 3) dient. Ein einfaches , Mitzahlen”
der eingelesenen Zeichen - etwa in Beispiel 1 — wirde nicht ausreichen,
denn auch deren Reihenfolge muss beachtet werden.

Die Beispiele lassen erkennen, dass die beschriebene , Merkfunktion”
am besten durch einen Stapel- oder Kellerspeicher (engl.: stack) wahr-
genommen wird. Die Arbeitsweise eines Stapels folgt der anschaulichen
Vorstellung, wonach neue Elemente immer oben auf den Stapel gelegt
(Operation ,,push”) und angeforderte Elemente stets von oben her ent-
nommen (Operation ,pop”) werden. Das aktuell oberste Stapelement
wird ,top of stack” genannt. Zu beachten ist, dass pop das top of stack
vom Stapel entfernt. Es wird also nicht nur eine Wertkopie benutzt, son-
dern das Element selbst, sodass der Stapel schrumpft. Ein ,Vorziehen”
eines mitten auf dem Stapel liegenden Elements ist verboten.

Ein nichtdeterministischer Kellerautomat ist definiert durch ein
7-Tupel
M= (Z, M B 8, Z0, ko, E), mit

... endliche Menge der Zustande;

... Eingabealphabet;

... Kelleralphabet;

.. partielle Uberfahrungsfunktion:
Zx(ZU{el) X > Pepdlich @xT*);

b)) ... Anfangszustand, z; € Z;

ko ... Kellervorbelegungszeichen, ky € T;

E ... Menge der Endzustande.

> = M N
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/ auch 5.453

7 auch 5.450, 451

Arbeitsweise:

In jedem Arbeitstakt liest der Automat das top of stack A verbrauchend
vom Stapel. Der aktuelle Zustand z;, das aktuelle Zeichen a auf dem Ein-
gabeband und A bilden die Argumente der Uberfihrungsfunktion §.
Falls & fur das spezielle Tripel (z;, a, A) definiert ist, bestimmt der Funk-
tionswert 8(z;, a, A) 3 (zj, 51553 ... 5¢ ) den Folgezustand z; und das auf
den Stapel zu schreibende Kellerwort 545553 ... s, wobei die Speicherung
mit s, s, _ 1 beginnt, sodass schlieB3lich s das neue top of stack ist. Das zu
speichernde Kellerwort darf leer sein.

Wegen Z x (3 U {e}) x I sind fur § Argumente der Gestalt (z; €, A) erlaubt.
Dieser Spezialfall (¢ an zweiter Stelle) bedeutet einen spontanen Uber-
gang, also ein Arbeitstakt, bei dem der Lesekopf auf dem aktuellen Feld
des Eingabebandes verharrt und dessen Inhalt unbeachtet l&sst.
Anderenfalls, d.h., wenn a # ¢, wird a gelesen und der Kopf rtickt am
Ende dieses Arbeitstaktes um genau ein Feld nach rechts.

Eingabeband

CH TR TR PR

= [Z ]

T top of stack (Zpasl)s=———— (z;;1ll)
1|

T # ... Kellervorbelegungszeichen

.| $ ... Bandvorbelegungszeichen

Akzeptanzverhalten:

Der Automat stoppt erfolgreich, wenn das Eingabewort vollstdndig ab-
getastet (gescannt) wurde und der dann aktuelle Zustand ein Endzu-
stand ist. Der Kellerinhalt spielt keine Rolle. In diesem Falle wird gesagt,
dass der Automat das Eingabewort akzeptiert hat.

Die Menge aller Woérter, die von einem speziellen Kellerautomaten
M akzeptiert werden, ist die von M akzeptierte Sprache L(M).
L(M) ={w|we £* und g(zo, w, ko) N E = @}

Die Definition der erweiterten Uberfihrungsfunktion erfolgt sinngemaB
wie bei endlichen Automaten. L(M) kann auch unter Verwendung der
Konfigurationenfolge definiert werden.

LM) ={w|we Z*und [zy, w, kgl +* [z, &, 0]l und z, € E, o € T*}

Bei der Definition des Konfigurationenbergangs kann man sich eben-
falls an der fur endliche Automaten orientieren.
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Eine undefinierte Stelle der Uberfuhrungsfunktion fihrt zum erfolg-
losen Abbruch (Crash) der Arbeit des geklonten Automaten. Es gibt also
zwei Méglichkeiten far w e L(M), namlich Crash und z, ¢ E nach vollstan-
digem Lesen des Eingabewortes. In allen Féllen stoppt der Automat.
Nichtdeterminismus bei abstrakten Automaten wurde bereits fiir NEA er-
lautert. Dies gilt sinngemaB fur nichtdeterministische Kellerautomaten.
Der folgende nichtdeterministische Kellerautomat beschreibt die im Beij-
spiel 2 auf S. 455 vorgestellte Sprache L(M) = {a"b"|n = N}.

H Der nichtdeterministische Kellerautomat M, ist wie folgt definiert.

M2 = ({Zo, Zq, 22}, {a, b}, {#, a}, 5, 20, #, {22})

(#, a): a# /Q(a, b): e
= (a, b): e () (#, ) # _@

(a, a): aa

top of stack Eingabe Kellerwort

Leider kann § nicht als Tabelle dargestellt werden, so wie dies bei end-
lichen Automaten moglich war. Eine dritte Dimension wére nétig, was
die Ubersichtlichkeit auf Papier negativ beeintrachtigen wiirde. Insofern
ist die grafische Darstellung von § klar zu bevorzugen.

M, akzeptiert beispielsweise das Wort aabb. Die folgende Tabelle zeigt
die schrittweise Abarbeitung. Jede Zeile in der Tabelle charakterisiert
eine Konfiguration. Die Folge der Konfigurationen beginnt stets mit
(2o, w, #] und endet bei Akzeptanz von w mit [z, €, o], wobei z, € E gilt
und o irgendein Wort auf dem Keller ist.

Der nichtdeterministische Kellerau- :

: : T . Zustand | Eingabe- | P
tomat im obigen Beispiel arbeitet Gactwere] 1l
quasi deterministisch. Die dort an- FaLwo SHEL

gegebene Uberfuhrungsfunktion § 2, Al "
gibt fur jedes top-of-stack-Eingabe- 2 hb At
zeichen-Paar genau ein Folgezu-

stand-Kellerwort-Paar an. Ein Klo- 20 bl; zz#
nen des betreffenden Automaten 21 . #
kann also nicht vorkommen. z; 5 4

Man kann zeigen, dass die Klasse der kontextfreien Sprachen durch
nichtdeterministische Kellerautomaten vollsténdig erfasst wird.
Deterministische Kellerautomaten verfigen nicht Gber die ,Reichweite”
nichtdeterministischer Kellerautomaten. Sie definieren die sogenannten
deterministischen kontextfreien Sprachen, die eine echte Teilmenge der
kontextfreien Sprachen bilden. Sie sind fur die Praxis (Programmierspra-
chen, Compilerbau) die bedeutsamste Klasse und beinahe so méchtig
wie kontextfreie Sprachen.



